
2010年数学（一）真题解析

一、选择题

(1)【答案】(C)・
(■r—a )(工+6) z[(a—b)j~+a6] 
(a—6)x+a6 \ (x—a) (x+6)

【解】lim
工f 8

limHf 8
(a —b)工 + ab 

(j? 一 a )(工 + b)

X 2

(re — a ) (jc + b )

应选（C）.
（2）【答案】（E）.

【解】方法一复合函数求导法则

dzjr ---  — n
F （—»—） = 0两边对工求偏导，得一三尺----三 F； = O9解得乎=（yF{ + zFf2）；
\工工） x x °工 jcF2

F ） = 0两边对y求偏导，得丄F： +丄F； — 0 9解得护=—』・
\x x f x x dy dy r 2

于是工 另 + y 拿=^rCyF\ + nF； ） — =z ,应选（E）.

方法二 公式法

令 GQ,y,z) =F(2

由 G； = — F\----- F；, G'y = —F\ ‘ G； = —F；,得
x x u x

Wf； +
x x3z_

3jc
G：

x

=丐（歼；+汀；）,
F；

于是 工+ y 子=+ zF；） — = z，应选（E）.

方法三 全微分法

$ z
F (-

\«z X

-）=0两边求全微分，得F#（工）+ F；d（［）
x，

F； •迪打2虫+冗•

=0,整理得

X 2

1 F‘
从而有dz =尹(厨 +zF；)d_z —詁切

于是 J = -^z(yF： + zF；), 字=—?,

ox xr 2 cJy r 2

故 jc # + ^―=寺(yF： + zF；) - = z ,应选(B).

3C /

攵dz — zAx 宀=0,
X 2



(3)【答案】(D).

【解】工=0及工=1为反常积分 1如些迈dr的瑕点,
0

\/ln2 (1 — jr )

丄
因为lim z厂万

_r—o+

1 yin2 (1 — jc )
1 ~zz 9
i 77
4如「)山收敛

dx =

\/ln2 (1 — j? ) [口 1 2
------- -----------=1且&=------- <1,所以VT n m

1 m[\~2(] ~~ 2

又因为 lim (1 ― x ) 2 • ——------- --  = lim \/1 — x • ln/z, (1 — x )
工—1一 'Ujc 才—厂

1

0

i \71n2 (1 — jr )
 dj?十 

o :匚

In t \ 万1 — X

2 
]\ -

- — lim —^― 
加 lo+ -T-1 /

0

且a=t VI,所以「
/ J T

:。叮「)山收敛，故 1如府工)山收敛，应选(D). 
° a/z

方法点评：对积分区间有限但函数有无穷间断点的反常积分的敛散性判断通常有定义法 

和判别法.

(1)设 /(x ) G C(a,b],且/'(■z)在 =a
Ch

的右邻域内无界.

定义法：对任意的E >0,若lim| /(jr)dz存在，则称反常积分Pf(j;)dz收敛，否则称为发散.
°+J a+e J a

判别法：设lim (j: — a y fCx ) = A(工°°),则当0 < k < 1,0 A V+ °°时，反常积分
•r f a

'bhf(x)dx收敛；当k 1,0 < A W+*时，反常积分| /(工)山 发散.

(2)设/(^) 6 C：a,6),且y(z)在工=b的左邻域内无界.

定义法：对任意的e >0,若lim| /(a-)dz存在，则称反常积分「yGJdz收敛，否则称为发散.
'b—£

Lo+J a J a

判别法：设 lim (b — jc ~)k f {jc ) = A (工 °°)，则当 0 <Z k <Z 1,0 A V+ 8 时，反常积分
工fb

'bhf\x)dx收敛；当> 1,0 < A 时，反常积分| /Q)cLz发散.

(4)【答案】(D).

【解】 取 D = {(x ,y) | 0€工 Wl’OWjyWl}, 1
(1+工)(1+0'

由乞£厂+ ：)：+2)七乞

,=1 ； = 1 (兀十"(72 十丿) 兀,=1 7 = 1 1 + 1 +
有，根据二重积分的定义，得

lim S S (丰•)： 2 亠.2) 

00 ’ = 1 丿=1 (7?十 Z)(72 + J ) 
应选(D).

：市7)；1 + 0切
D

a

1

< n /

0



方法点评：用定积分、重积分等的定义求极限是极限计算的一种重要类型，重点考查定积 

分定义求极限.

(1)定积分的定义求极限：lim — f (丄)=[fCa: )djr'・

1 1 1
【例】求极限嶼齐万予+齐皐¥ + 7

【解】

一 772n +

dt

sm t ~27 sm xcos x
托

o sm x 十 cos jc
dz =

sm t 十 cos t o sin x + cos oc
T
o dj：，

(5)【答案】(A).
【解】r(AB) =r(E) =m.
因为 r(AB ) r(A )且 r (AB ) r (B ),所以 r(A ) m ,r (B ) m.
又显然 r (A ) < m ,r(B) m ,故 r(A)=/*(B)=加'应选(A).

方法点评:本题使用矩阵秩的两个性质 ：

(1) r(AB) < min{r(A),r(B)},研究矩阵秩的时候，如果出现矩阵的积，使用此性质；

(2) 设 A 为加 X n 矩阵，则 r(A ) W min{?7? ,n }.

(6) 【答案】(D).
【解】 令AX=AX(XH0),由(A'+ A)X = (A2 +入)X= 0且XH0得入'+入=0,于是 

A = 0或入=一1.因为A可对角化且r(A ) =3 ,所以入=—1为三重特征值，

故A〜 _1 _] ，应选(D).

' o'
(7) 【答案】(C).

【解】p{X= 1}= P{X<1}-P{X<1}= F(l)-F(l-0)= 1-e-1 - j=

应选(C).



方法点评：本题需要熟练掌握随机变量分布函数的性质. 

设X为随机变量，F(_z)具有如下四个特征：

(1) 0 WFQ) < 1；

(2) FQ)单调不减；

(3) F(h)右连续；

(4)F( —°°)=0, F(+*)=l.
反之，若FQ)具有(1)〜(4)的特征，则FQ)为分布函数.

另夕卜，若FQ)为分布函数，则

(1) P{X Va} =F(a —0)；

(2) P{X =a } = P{X Wa} — {X <Z a } = F(a) — F(a — 0)；

(3) P{a VXWb}=P{XWb}-P{X£a}=F(b)—F(a)；

(4) P{a <X <b} -P{X <b} - P{X ^a} -FCb - Q) -FCa).

(8)【答案】(A).

土，ng,

0,

1 上
【解】 九(工)=ze 2 (— 00 V z V+ °°) 9 九(工)=" 

727
其他.

因为/(^)为概率密度函数，所以

E
fo

f ( a:) d j? = cl \ / j ( jc ) dj? +6
J —oo

*-|-OO

/(jr )dj? = 1.

f2 )dj? = ¥ + b 
o Z

*3
而

0

1 1 a 丄 3
汕=》+才,

所以务 + ^-b =1,即 2a + 3b =4,应选(A).
2 4

二、填空题

(9)【答案】0.

【解】学=蚪=-曲+ /2),
Ax aj? / dt

/山业=2

djr2 dx / dt
2/ 

eUnCl+^^+e
1 +r

=e2/
2t

S(l+宀+屮

于是器
=0.

0

(10)【答案】 一4tt.

cos chr = 2 2 cos t(\t =2 Z2 d(sin t )
o J o J o

【解】

2z2 sin t —4 I Zsin tdt= — 4 | Zsin tdt

=一2tc sin tdt = — 4兀J o < sin tdt = 一4兀・
o

0 0



方法点评：本题考查定积分计算的方法和性质.

定积分计算主要使用两大工具，即定积分的性质及积分法.本题使用三角函数定积分性 

质，三角函数定积分的性质总结如下 ：

(1) [ /(sin 工)dz = [2 /(cos z )dr，特别地，
J 0 Jo

rf rf n — 1 7t
In = sin77dx = cos"工 dw ,且 匚=-----In_2 ? Io = = 1・

J o J o n Z

(2) f (sin x
J 0

)dx = 2 j 2 / ( sin 2 ) dz，或「/ ( sin e ) do* = n /(sin )dj?・
To

T
(3)J  /( | cos jc | )dj? = 2 I /(cos jc )d:r.

o

(4)j jr/(sin jc )djr = 7T

2
/(sin 工)dz ・

0

(11) L答案】o.
【解】方法一 补充L] ：j/ =0(起点(1,0),终点(-1,0)),由格林公式

而
L+L ]

) xydx + 2 dj/一 xyAx j:2 dy
L+L] •

xy dr x2 dy =JJx Ax Ay = J dy

D

ocyAx + x 2 dj/ ='

ip
x djr = 0 9 

，一 i

Li

5
J xydx + je 2 dj/ = | xy6.x = 0, 

所以原式=0.

方法二

(12)【答案】

| xy6.x

£ 
亍.

+工述=]_[

【解】 方法一

Jrdv
— Q
Z = --------〔"叫

Q

J

o JJ

djr dy = 7t

/2dz=i

zdz =手，所以z =
0 6 O

Q

一 a
Z = -Tvy-----------方法二

Q

由 Q = {(_z,y,z) | (工，夕)E 
得

Dxy ,jc2 + y2 1几其中 Dxy = { (jc ,j/) |jc2 + j/2 1}

1

I肿=』m
a

(*2n d0 [ r(1 — r2)dr = 
J o

ck=JJ(l 一

%

2tc (r —厂 3)d 厂=2tt
J 0

x 2 一 y2 ) dr dj/

L_1
2 4

7T

0



{x2 + y2 )2 ]djr dy

Mo d4or(1 —宀卄=l (r-r5)dr=x(|-|) = 7t
7

方法点评：形心的计算是重积分及线和面积分的物理应用之一.

（1）设D为平面有限区域，其面密度为p（x ,y）,则

jj xp (z )clcr 
D

（工，y ）dcr
D

（2）设Q为空间有限区域，其体密度为q（工

』,y)da
—— D
y =---------------

xp (.X ,Z )d77 J^Np (工 7，N)du

Q

y ^z)dv
n

（3）设L为平面有限曲线段，其线密度为q（«z，j/）9则

xp (jc，夕)ds
L ——
7-----------------，)

严(z ,y)d.

p {x ,3/ )ds p (jc ^y)ds

故z

7

p (jc，N)du
Q

玄

jjp(z ^y)da 
D

，jy，n )，则

jjj W(工，夕，z)d©
— a
y = --------------------

卅Q （工Q，之）髭
Q

z

（4）设丫为空间有限曲面，其面密度为p（x T，N），则

jj (<z 93/ ,n )dS J，z)dS jjzp(x ^z)dS

_ 工 z =

2
p (jc ，z)dS p{x ，n)dS jjp（JT，夕，N）dS

（13）【答案】6.

2

1
2

1
1

2'
1

【解】（。1，。2，。3）==
-1 0 1
.0 2 a

因为由a} 9a2 g组成的向 量红［的 2 9所以a = 6.

1 1 2 1 1 2 '
（） —1 -3 0 1 3
0 1 3 0 0 0

.0 2 a 0 0 a 一 6

X ，

方法点评：向量组的秩与向量组所构成的矩阵的秩相等，因为向量组al9a2,a3的秩为2, 

所以其构成的矩阵的秩为2,经过初等行变换阶梯化后应为2个非零行，故可求出a.

（14）【答案】2.

【解】 方法一 由概率的归一性得l = £—=c£±-=Ce,则0=丄，

—走！ —怡！ e

由 P{X =k} =-^-e~1（k =0,1,2,-）得 X 〜P（l）,



于是 E(X) = D(X) =1,故 E(X?) =D(X) + (EX严=2.
8 「 00 ] I

方法二 由工—=cTT~ = Ce = 1 得 C =—,
rzf) k ! ,=0 k ! e

k则 E(X2)=丄£

e &=o

1 二4s
匕k = l

疋_ 1右&2 _ ]十 上____  _ 1十

k-\ 1 i _ i 召 1
以一1)!十：占 以一1)! _ E 2 以—2)!

(—1) + 1 
(^ - D!

+垃宀e k
=2.

方法点评：随机变量的分布中若含有待定参数，则可以利用概率的归一性求出参数值.

三、解答题

(15) 【解】 微分方程y" — 3^ / + 2j/ = 0的特征方程为A 2 — 3A +2=0,
特征值为儿=1,入2 =2,则方程『一3"+ 2》=0的通解为y^C.e +C2e2^；

令原方程的特解为％ (工)=工(a_z +b)e* = {ax2 +bz)e",代入原方程得<7= —1,6= —2, 

于是原方程的通解为y =CQ + C2e2j —(工2十2工疋(C】，C2为任意常数).

方法点评：求解二阶非齐次线性微分方程是常考的考点.求解过程分两步 ：

第一步，求齐次线性微分方程的特征值，并求出齐次线性微分方程的通解；

第二步，按/(^)的具体形式假设特解，代入原方程求出原方程的特解，齐次线性微分方 

程的通解与非齐次线性微分方程的特解之和即非齐次线性微分方程的通解.

Cx2 2 「异 2 £

(16) 【解】/(J7) — J (J?2 — t)e^' d/=工打 「<\t — J te~' dz,

Cr2 2

令 /''(_z)=2zj e~z dz = 0,得工=一1,h=0,h=1.

f异 2 4 4 fl 2/""(■z ) = 21 e_z di + 4工2 ，因为 (土 1) = — >0,_/"(0) = — 2 e ' di <C 0,所以
J i e Jo

X =一1,工=1为fix )的极小值点，极小值为(土 1)=0,工=0为/(J7 )的极大值点，极 

大值为 /XO) = =*(1----- ).

/()在(一—叮及［0,1］上单调减少»/(a?)在］—1,0］及［1, + °°)上单调增加.

方法点评：一元函数的单调性与极值是同一个问题的两个方面.

求一元函数的极值步骤为：

(1) 求函数的定义域；

(2) 求函数的驻点及不可导点；

(3) 运用第一充分条件或第二充分条件判断所找到的点是否为极值点.

(17) ［解】(I)因为当 0 t < 1 时,ln(l +z) <
所以 |ln i | ［ln(l +/)］" |lnf |，于是 P | In i | ［ln(l +刀］”山 | In Z | dr.

J 0 Jo

(U )因为 0 cf1 |ln Z I ［ln(l + i)Tdf |ln i | di ,
J 0 Jo

而” | In t |曲一占［n次”)一占广⑴J "呵



=-------r+1ln t +------------- ,
"+ 1 0 (" + l)'

丄

因为 limz"+1 In t = lim 耳丄=lim -----' =------ lim^n+1 = 0,
—o+ lo+ ] lo+ 兀十 1 n + 1lo+

广+1 广+2

所以 \ \nt\dt=-~ ，从而 0 £「|lnr|[ln(l + /)]”d/ £ —-~ ,
Jo (" + 1) Jo (« + 1 )

由迫敛定理得limp \\nt\ [ln(l +/)]"ck =0.
n-^ooJ 0

(18) L解】 由lim|上巴| = 1,得幕级数工 号丄q = 的收敛半径为R=l.
I S I ” = i 加 _ ]

00 (— 1 \«—1 00 / _ 1 \ n—l 00 / _ i \ n—1

当工=土1时，》' j 八=丫宁] 由交错级数审敛法得工 收敛，故
n = l G 丄 n = l厶71 丄 n = l加—丄

00 (_ 1 \ n—l

幕级数工 W 兴"的收敛域为[—1,1〕.” =1 2”一1
J30、z___ -J x n—l

令 U -- ------ x2n = S (g ),
” =1 2/? - 1

则SQ) = £午斗八=-S 丁二心=石(工)，
„ = i 2/z - 1 ” = ] 2n - 1

00 (_ T \n—l
其中Sg)= S再匕p/T.

” =]2« - 1
00 -I

而 S：(_Z)=》(一1)"一】工 ％-2 = -------------- , S](0)=0,
” =1 1 +

fx 吕(一 ])"T
所以 Si(h)= S； (z)(lr = arctan 工，故 S(z)= / , -- ------ x2n = j?S1(j;)= jrarctanj?.

Jo ” = 1 2/? - 1
(19)【解】 令P的坐标为(jc ,y ,z),由S zac2 y2 + z2 — yz — 1 = 0,得S在点P处切平面 

的法向量为 n = {2h ,2y — z ,2z — y}.
因为S在点P处的切平面与hOj/平面垂直，所以有y =2z,注意到P 6 S , 

jc2 y2 + z2 一 yz —1, 

y =2z.

■r +箱)丨y — 2z丨站=

所以P点的轨迹方程为C：

x + V3-) (2z — y )
_________________ dS , 

s 丿4 + y 2 + 才一4*
2

2 \ y — 1x 十-7- W 194
J

x2 + y2 + z2 — yz — 1 = 0两边对x求导，得2工+ 22:字一y字=0,解得拿= 
OX ojc ox

* + y2 + z2 — yz — \= 0 两边对 y 求导，得 2^+2z-^—z—= 0,解得拿

dy dy dy

2 丿4 + y2 + / — 4$z

将S向HOy平面投影，得投影区域为Dxy :

2工

$ _ 2z， 
=N — 2$

2z~y

dS +
百 ] ______________________ ___________

djr dj/ = - -------- v 2 + 5y2 + 5z2 — 83/z dx Ay
— y



---------------丿4 + 夕 2 + J — 4/n dx dy 9
— y

于是I = 工+Q Lx_2z〔ds =『(工+屁山辿

i 丿4 十 $2 +s；2 — 4* 卷

=罷『cLr dj/ =^3 X7tXlX-|z=27r.

(20)【解】(I )因为线性方程组AX^b存在两个不同解，所以r(A) < 3,即|A | = 0,解得

A = — 1 或入=1.

当入=—1时,A =

-1 1 1 1 _ 1 1 1 -1 1 \
0 -2 0 】 0 2 0 -1 2 0 -1
1 1 -1 2 0 a + Y '0 0 0 a +2,

因为 r(A ) ~r(A) V 3,所以 a =一2；

/I 1
当入=1时,A = 0 0

'1 1

H 1,故入

1
0
0

1 1 \ I1 1 1

0 1 -» 0 0 0

0
a -J 'o

0 0 q'
显然r(A)工r(A),所以A

(U )由 A
z1 1 _ 1 1
[0 2 0
'o

0 0
0丿

=—1 ,a = 一 2.

，得方程组AX=b

3 '
1 0 _ 1 7

0 1 0
1

_ T

0 0 0 0 .

的通解为

(k 为任意常数).X = k

1
0 +

2
2
丄

1
0

(21)【解】(I )因为二次型/'(厂，工2，工3)=XTAX在正交变换X =QY下的标准形为

山+疋，所以A的特征值为心=乙=1，入3 =0,0的第3列为(普，0,晋)，所以心=0

对应的特征向量为§ 3

因为A为实对称矩阵，所以A的不同特征值对应的特征向量正交，令心=入2 =1对应的

特征向量为§ =

由X ! + X 3 = 0得入1 =入2 — 1对应的线性无关的特征向量为§ I



由 =

= £：”［，则 Q =(71，『2 ,『3)，

，得A =

£
7

o
丄

1

丄 

' 1 
o 
丄
7

1
1

0

0

1

0

3_
7

o

2
7

0 2

o 
色

(n)因为 A + E = 2 是实对称矩阵，且A的特征值为A J = A 2 = 1,入3=0,

0

所以A+E的特征值为儿=入2 = 2,入3 = 1,因为其特征值都大于零，所以A+E为正定矩阵.

方法点评：本题需要掌握如下几个结论：

(1) 二次型经过正交变换化为标准形时，其标准形的系数即特征值；

(2) 设A为实对称矩阵，存在正交矩阵Q使得QTaq为对角矩阵，则Q的列为矩阵A的特 

征向量.

(3) 实对称矩阵不同特征值对应的特征向量正交；

(4) 由矩阵的特征值与特征向量可反推得矩阵A ；

(5) 判断实对称矩阵为正定矩阵可以通过定义法、特征值法、顺序主子式法等方法，本题 

通过特征值法证明矩阵正定.

(22)【解】方法一 由归一性，得

a
+oo

f(<x，夕)cLz djy =A
—oo

r+oo

又£

所以

方法二
*-K°

fd ^)ckdj/= A
J — J —oo •

、2 .
d(j/ — e ) = 2

f(jc ,3/)d;r dj/ =1,

dr

»+x 2
e-3F 现―工)，

e~z df =『

dr =A兀，于是A =-7t
'+°° 2

e~T dr
―oo «

*4-°° 2
「(-v-r) d(jy—x)

=A
'+8 2

—X e |Je^2^2dx dy ,
D

A

订「r *
其中D为工0夕平面,

而A
D

22 ,
，dx dy = A d0「厂 e"2" =ttA

J o Jo

j+ e_r2d(r2) -TrAfd) TX.A ,
0

1
由归一性得A =—7t



-. r+°° i _ 2 r+°° ,2 , i _ 2
而于x(h)= | =_e e -v dj/ - —e J ,

所以 fY\x^y &)=仔；，［)=厶严_疔,—00 < a- <+°°, — OO v y <+°°. 
/x(h)賦

方法点评：二维连续型随机变量的联合密度、边缘密度及条件密度关系如下 ： 

设(X,Y)的联合密度函数为fa ,夕)，则

(1)边缘密度函数
f+°° f+°°

几(工)= f(x , 几(y)= /(□; ,y)dx ,
J —oo J —oo

若X,Y独立，则=几(工)几(夕).

(2)条件密度

在X =工的条件下，Y的条件密度为fY[xCy &).且fY]xCy &)

在Y=y的条件下，X的条件密度为fX\Ax »),且fXlYCx |y)

，丁). 

fxQ)' 
f G ,，) 

77GT*

(23)【解】 显然 Ni 〜£5,1—0), N2 〜EG#—/), n3 - B(n,02), 

e(nq =/?(l — 0), E(N2)=“(0— 护)，EZ)=脑, 

由 E(T) -aiECN!) +a2E(N2) +a3E(N3)

=a! 7? (1 — O') + <22”(0 — 92) a 3n02 = 0,得

c 1 1
ax =0, a2 = — 9 ^3=—・n n

因为 Ni +N2 +N?=〃，所以 丁=丄(N2 +N3) = 1 —丄Nj ,
n n

故 D(T) =$D(N"
n

0(1—0)
n


	2010年数学（一）真题解析

